
Оценка напряженно-деформированного состояния слоистых анизотропных стержней          
Горынин Г.Л., Немировский Ю.В. 

г. Ханты-Мансийск, г. Новосибирск
Рассмотрим задачу о растяжении многослойного стержня (рис. 1), механические и геометрические характеристики которого симметричны относительно продольной плоскости yOz. Каждый из слоев стержня состоит из упругого ортотропного материала, подчиняющегося закону Гука: 
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где s – число слоев; 
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 - компоненты тензоров напряжений и деформаций для i-го слоя; 
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 - упругие константы (9 шт.). Первое равенство закона Гука (1) может быть записано в иной форме, с использованием другой системы упругих констант:
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где для упругих  констант справедливы следующие выражения
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Представляет интерес совместная работа слоев, поэтому данную задачу будем рассматривать как пространственную задачу теории упругости в постановке Сен-Венана, где на торцах стержня задана  интегральная характеристика –растягивающая сила P. Решение такой задачи в общем случае не имеет аналитического решения, однако  метод жесткостных функций (второе название – метод асимптотического расщепления), разработанный авторами [1], гарантирует, что точное решение данной задачи может быть представлено в виде: 
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где  
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 - жесткостные функции, зависящие только о поперечных координат x и y;  
[image: image25.wmf](

)

z

w

0

 - функция продольного смещения, подчиняющаяся уравнению: 
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где  
[image: image27.wmf]G

- продольная жесткость сечения слоистого стержня.

Жесткостные функции, входящие в формулы (4), являются решениями краевой задачи в поперечном сечении стержня:
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условия на боковой поверхности стержня:
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условия сопряжения жесткостных функций на границах между слоями плиты
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связь между жесткостными функциями вектора перемещений и тензора напряжений
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Продольная жесткость 
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 равняется интегралу жесткостных функций по сечению стержня:
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где 
[image: image42.wmf]i

F

- площадь сечения i-го слоя.
Краевая задача (6)-(9) в общем случае не имеет аналитического решения, т.к. вблизи продольных кромок стержня возникают кромочные пограничные слои [2]. Из анализа таких задач известно, что внутри кромочных слоев возникают внутренние силы, стремящиеся оторвать слои друг от друга и сдвинуть из относительно друг друга (рис. 2б). Вне этих кромочных слоев материальные слои не давят друг на друга, а общее напряженно-деформированное состояние является однородным. 
Поставим задачу только для основного решения, для этого изменим краевые условия (7), в соответствии с рис. 2а будем считать, что 
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 при y=-0.5b  и  y=0.5b.                                  (11) 
Уравнения   краевой задачи (6)-(9), (11) для жесткостных функций  
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будут выполняться тождественно, если  положить, что внутри сечения стержня в каждой точке i-го слоя справедливы равенства
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Докажем, что их выполнение не противоречит равенствам, в которых задействованы жесткостные функции 
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, будем считать, что эти функции имеют вид:
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где 
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 - константы, которые требуют своего определения, и которые, с учетом равенств (4),  имеют физический смысл: константа 
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- это отношение деформации вдоль оси х к деформации вдоль оси  z для слоя с номером i, т.е. это коэффициент Пуассона в направлении оси x для  i-го слоя при условии, что он деформируется совместно с другими слоями; константа 
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 - это коэффициент Пуассона в направлении оси y для всего стержня или средний коэффициент Пуассона.
При законе (13) второе равенство (12) с учетом формул (9) выполняется тождественно, а из двух других получается система уравнений
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Преобразуем первое уравнение (14)
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и подставим во второе
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где величина 
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 - это отклонение коэффициента Пуассона материала слоя от среднего значения для всего стержня:  
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Из рис. 2a следует, что для отсеченного кромочного слоя должны выполняться уравнение равновесия, сумма сил в направлении оси y равна нулю: 
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где 
[image: image65.wmf]i
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- высота i-го слоя. Уравнение равновесия для моментов выполняется тождественно в силу симметрии механических и геометрических свойств сечения стержня. 
Подставим равенство (16) в равенство (18) и учтем выражение (17), получим формулу для среднего коэффициента Пуассона
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Из равенств (3) следует очевидное тождество
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Воспользуемся им и преобразуем равенство (15)
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Подставим формулы (3) в равенство (9) и воспользуемся равенством (21)
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Подставим полученное выражение в равенство (10), получим выражение для продольной жесткости:
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Из равенств (4), (5) и (22) следует выражение для продольных напряжений при растяжении слоистого стержня силой P:
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Величина 
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 - это продольная жесткость i-го слоя стержня при его обособленном растяжении от других слоев, тогда величина 
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 - это сумма жесткостей всех обособленных слоев стержня, она зависит только от одной упругой константы на каждом слое. Выражение (23) показывает, что продольная жесткость стержня при совместной деформации слоев отличается от суммы жесткостей всех обособленных слоев стержня на величину, зависящую как от абсолютных значений коэффициентов Пуассона 
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 для каждого слоя стержня, так и от величины их отличия от эффективного коэффициента Пуассона 
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.  В общем случае жесткость стержня зависит от всех шести упругих констант. 
Если же коэффициенты Пуассона  
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 совпадают для всех слоев, то, как это следует из выражений (17) и (19), величина 
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 тождественно равняется нулю. В этом случае продольная жесткость совпадает с суммой жесткостей каждого из слоев и выражения для нее и продольных напряжений принимают обычный «сопроматовский» вид:
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Полученные формулы (23), (24) могут быть полезны для оценки полученных результатов при проведении механических испытаний слоистых композитов на растяжение-сжатие.
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Рис. 1.  1 – основное напряженно-деформированное состояние; 


2 – кромочный пограничный слой.
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Рис. 2.  a) Взаимодействие кромочных пограничных слоев с областью основного напряженного состояния в сечении многослойного стержня. б) Взаимодействие кромочного пограничного слоя в одном из слоев стержня с соседними слоями  и  областью основного напряженного состояния.
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