Единичный потенциал в задаче о трехосном растяжении куба.

Бурмашева Н.В., Стружанов В.В.

Рассмотрим элемент материала в виде единичного куба, который подвергается всестороннему растяжению. В силу того, что образец имеет единичные размеры, растягивающая сила, действующая на образец, по величине равна соответствующему напряжению 
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, а перемещение его грани – деформации 
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Пусть деформирование происходит в потенциальном поле с потенциалом  
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, здесь 
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- вектор с компонентами 
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. Потенциал 
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 определяет отображение из пространства деформаций 
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 в пространство напряжений 
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, причем вид отображения не зависит от пути деформирования.
Потенциальная энергия деформаций куба равна
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Очевидно, что она является потенциалом для напряжений.

Линии уровня потенциала П в прямоугольной системе координат 
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 определяет выражение 
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Матрица квадратичной формы (1) имеет вид
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Для определения вида кривой второго порядка (1) приведем ее к каноническому виду. Собственные числа матрицы А полностью определяют вид матрицы квадратичной формы (1) в канонической системе координат. Нетрудно убедиться, что они равны 
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. Следовательно, в канонической системе Oxyz матрица формы (1) примет вид
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А значит, в канонической системеквадратичная форма (1) задается выражением   
[image: image17.wmf]222

(32)2()

xyz

С

lmm

+++=

.  (2)

Пусть Т -  матрица перехода к канонической системе ортогональных осей Оxyz, то есть 
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.  Зная вид  матриц А и В легко получить, что 
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Линиями уровня квадратичной формы (2) являются эллипсоиды с отношением главных полуосей (две из них совпадают) 
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.  На оси х расположена меньшая главная полуось, а полуоси, расположенные на осях y и z равны.

Далее предполагаем, что свойства материала описываются единым потенциалом 
[image: image21.wmf]e

P

. Значит, линии уровня потенциала 
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 в области упругости совпадают с линиями уровня потенциала П, а в областях неупругости  подобны им, т. е. это также эллипсоиды с тем же соотношением главных полуосей. Однако, распределение значений потенциала 
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 по этим линиям уровня неизвестно. 



Для нахождения этого распределения возьмем на оси 
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 произвольную точку М, отстоящую на расстоянии 
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 от начала координат (деформация 
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 меньше деформации разрушения). Найдем значение характеристики линии  уровня, проходящей через данную точку. При описанном выше преобразовании координат   (ее повороте вокруг точки О) точка М перейдет в точку 
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. Так как точка N лежит на расположенном в пространстве Оxyz эллипсоиде (линии уровня потенциала 
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), то, подставив ее координаты в соотношение (2), найдем, что 
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. А значит, у эллипса, проходящего через точку N, малая полуось равна 
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, а большая полуось - 
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. Тогда уравнение линии уровня имеет вид
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Откуда находим, сделав с помощью матрицы поворота Т обратную замену координат, соотношение (3):
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Будем теперь проводить эксперимент по одноосному растяжению куба в направлении оси 
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. Другие стороны куба закреплены так, что он не может перемещаться в направлении двух оставшихся осей, т.е. 
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. По результатам эксперимента получаем полную диаграмму деформирования 
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 с падающей ветвью. Путь деформирования проходит по оси 
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 есть координата перемещающейся точки М, т.е. 
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. В результате энергия деформаций равна 
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Делаем в выражении (4) замену переменной 
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 на полученную функцию 
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 в соответствии соотношением (3). В результате в силу произвольности 
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 получаем выражение для искомого потенциала, то есть                 
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В качестве примера рассмотрим диаграмму растяжения заданную следующим образом:
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, где В - полная работа разрушения.

Тогда функция 
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имеет вид
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, где С – это постоянная интегрирования. В силу условия  
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Используя метод, описанный выше, находим
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Работа выполнена по интеграционному проекту между Имаш УрО РАН и Институтом гидродинамики СО РАН.
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