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Введение 
Изучению динамического поведения сред сложной структуры типа сред Коссера, Миндлина или Грина и Ривлина, в которых каждая “точка” имеет поступательные, вращательные и деформационные степени свободы, посвящено большое число теоретических работ, в той или иной мере дополняющих и конкретизирующих общие закономерности [1-4]. Значительный интерес представляют динамические модели композитных материалов и, в частности, дисперсных композитов, в которых, как установлено экспериментально, имеет место резонансная дисперсия упругих волн сжатия [5-10].
В исследованиях колебательно-волновой динамики дисперсных композитов часто используется модель взаимопроникающих сред с более или менее полным учетом процессов инерционного, упругого и вязкого взаимодействия компонентов. Такой подход, известный как теория упругих смесей, использовался в работах [10-13] при разработке моделей композитов с малой объемной концентрацией твердых сферических включений. 
В моделях гранулированных материалов, где основную роль играет взаимодействие гранул между собой через тонкие прослойки упругого материала, используется другой подход [14-16].
Для описания резонансной дисперсии волн сжатия в дисперсных композитах возможен континуальный подход, основанный на введении эффективных динамических свойств, включающих эффекты инерционно-упруго-вязкого взаимодействия матрицы и включений. В случае малой объемной концентрации твердых сферических включений в слабо сжимаемой матрице в работе [17-18] получена резонансная частотная зависимость комплексной динамической плотности, обуславливающая резонансную дисперсию волн сжатия в композите.
В настоящей работе представлена динамическая модель дисперсного композита, образованного слабо сжимаемой матрицей и твердыми включениями с умеренной объемной концентрацией. В отличие от модели [17-18], где при получении резонансной зависимости комплексной динамической плотности дисперсного композита использована собственная частота колебаний одиночного включения, в настоящей работе используется подход, основанный на ячеечной модели, учитывающей существенное влияние объемной концентрации включений на их взаимодействие с матрицей. Такой подход справедлив, когда длина волны существенно больше характерного расстояния между включениями, т.е. в длинноволновом приближении при умеренной концентрации включений. С другой стороны, в отличие от моделей сред гранулярной структуры, предполагается, что концентрация включений не слишком близка к предельной, и взаимодействием включений между собой через прослойки упругой матрицы можно пренебречь по сравнению с упругим взаимодействием включений с окружающей их матрицей.
1. ТРАНСЛЯЦИОННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ВКЛЮЧЕНИЙ В ВЯЗКОУПРУГОЙ МАТРИЦЕ

Рассмотрим композит, состоящий из слабо сжимаемой вязкоупругой матрицы и равномерно распределенных в ней твердых включений. Поскольку при смещении включений от равновесного положения на них со стороны матрицы действует возвращающая упругая сила, то включения в матрице представляют собой осцилляторы, имеющие некоторую собственную частоту трансляционных колебаний. При периодических воздействиях поверхностных сил на композит и, соответственно, при его поступательных колебаниях с частотой, близкой к собственной частоте включений-осцилляторов, возникают резонансные колебания включений, значительно усиливающие упругое, инерционное и вязкое взаимодействие компонентов композита. Рассматривая задачу в длинноволновом приближении можно считать, что рассеяние упругих волн на включениях мало, затухание волны обусловлено диссипативными потерями в вязкоупругой матрице, а геометрической (пространственной) дисперсией волн можно пренебречь по сравнению с временной дисперсией на частотах, близких к собственной частоте трансляционных колебаний включений в матрице.
Запишем уравнение вынужденных трансляционных колебаний включений в матрице. Если элемент композита при динамическом воздействии поверхностных сил совершает поступательные гармонические колебания по закону 
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, то в материале слабо сжимаемой матрицы возникает градиент давления 
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, подобную архимедовой, действующую на каждую частицу-включение в направлении ускорения. В неинерциальной системе координат, связанной с элементом композита, на включения действуют также силы инерции 
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, направленные в противоположную сторону. Под действием этих сил включения смещаются относительно матрицы, а матрица при этом оказывает на включения некоторое инерционное воздействие, зависящее соответственно от относительного ускорения и тензора присоединённой массы упругой матрицы m, а упругое и вязкое взаимодействие – от относительного смещения, скорости и тензоров трансляционной упругости k и вязкого сопротивления ξ. 
Ограничимся здесь случаем одномерных трансляционных колебаний композита в направлении какой-либо из главных осей тензоров m, k и ξ. Тогда уравнение вынужденных трансляционных колебаний включений запишем в виде
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(1)

где X(t), X1(t) – колебательное смещение элемента композита и содержащихся в нем включений; 
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 – коэффициент присоединенной массы матрицы (одна из компонент тензора 
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 – объем и относительная плотность включений; 
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 – собственная частота и коэффициент затухания колебаний включений в вязкоупругой матрице.
Следует подчеркнуть, что под перемещением представительного элемента композита Х(t) имеется в виду перемещение его геометрического центра. Если включения в упругой матрице образуют регулярную пространственную решетку, то в качестве представительного элемента может быть выбрана элементарная ячейка с одним включением. 

Задав перемещение элемента композита в виде 
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, получим следующие формулы для дисперсионной и диссипативной составляющих амплитуды колебаний включений-осцилляторов
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Эти зависимости, учитывающие эффекты инерционно-упруго-вязкого взаимодействия матрицы и включений, определяют эффективные свойства композита – динамическую плотность и трансляционную вязкость (или комплексную динамическую плотность). Далее параметры γ и ω0 конкретизированы для композитов со сферическими и цилиндрическими включениями.
2. Эффективная динамическая плотность и трансляционная вязкость композита

Взяв за основную характеристику колебательного движения композита перемещение геометрического центра представительного объема X, и зная его связь с перемещением включений X1, мы можем выразить инерционно-упруго-вязкое взаимодействие матрицы и включений через кинематику их колебательного движения, и, таким образом, включить его в понятие эффективной динамической плотности. Отметим, что такой выбор кинематической характеристики удобен для формулировки граничных условий в различных динамических задачах. В этом случае, например, на поверхности контакта композита с окружающей однородной средой задаются естественные для механики сплошных сред условия равенства нормальных составляющих перемещений.
Запишем импульс элемента композита единичного объема в виде суммы импульсов матрицы и включений 
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 и скоростью центра масс матрицы Umc, связанной со скоростью геометрического центра U и синфазной составляющей скорости включений 
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, а импульс включений определяется их массой 
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(3)
С другой стороны, принимая импульс элемента композита равным произведению эффективной динамической плотности 
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 (4)

Подставив в (4) соотношение для дисперсионной составляющей амплитуды колебаний включений (2), получим резонансную зависимость эффективной динамической плотности композита от частоты
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(5)

В предельном случае идеальной упругой матрицы (2h/ω=0) формула (5) принимает вид
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(6)

Из формул (5), (6) следует, что если частота воздействия на композит будет существенно ниже собственной частоты колебаний включений-осцилляторов (ω/ω0→0), то динамическая плотность становится равной плотности смеси
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(7)
Такой же результат, но уже из-за большой вязкости матрицы, вытекает из формулы (5) при 
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. В обоих случаях вырождение динамической плотности в плотность смеси обусловлено исчезновением относительного колебательного движения матрицы и включений.
Если, наоборот, частота воздействий будет существенно выше собственной частоты включений-осцилляторов ((/ω0→∞), то из (5) следует формула
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(8)

из которой видно, что динамическая плотность композита в этом случае определяется только инерционным взаимодействием компонентов. Отметим, что такой же формулой описывается динамическая плотность дисперсной среды, образованной идеальной несжимаемой жидкостью и свободно взвешенными в ней твердыми включениями [21-22]. Это означает, что инерционное взаимодействие включений с упругой матрицей имеет такой же физический смысл, как взаимодействие включений с жидкостью. При этом, однако, динамическая плотность композита не равна динамической плотности жидкой дисперсной среды из-за существенного различия коэффициентов присоединенной массы упругой матрицы и идеальной жидкости. 

Из формулы (6) следует, что при частоте воздействий (=(0 на идеально упругий композит, удовлетворяющей условию
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(9)

динамическая плотность обращается в нуль. Физический смысл этого состоит в том, что при такой частоте воздействий геометрический центр представительного объема композита совершает колебания, в то время как его центр масс из-за противофазных колебаний матрицы и включений остается неподвижным. Следовательно, частота (0 является собственной частотой композита. 

В диапазоне частот воздействий 
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 динамическая плотность идеально упругого композита принимает отрицательные значения. Это означает, что направления динамического воздействия и мгновенного ускорения геометрического центра элемента композита противоположны. В вязкоупругом композите резонансная зависимость динамической плотности (8) сглаживается, и при достаточно большом коэффициенте затухания становится положительной величиной во всем диапазоне частот.

Характерный вид резонансной зависимости (5) от частоты показан на рис. 1, из которого видно, что, например, для композита с тяжелыми включениями область отрицательных значений динамической плотности исчезает уже при 2h/ω0 =0,3.
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Рис.1. Эффективная динамическая плотность композита (Δ=10, φ=0,2; γ=2). 1, 2, 3: 2h/ω0=0; 0,1; 0,3.


Трансляционная вязкость композита или коэффициент объемного вязкого сопротивления при колебательном движении определяется диссипативными потерями при колебаниях включений в вязкоупругой матрице. Силу вязкого сопротивления, действующую на элемент вязкоупругого композита единичного объема, можно выразить через его колебательную скорость как
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где 
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 – диссипативная функция Рэлея, а квадрат относительной колебательной скорости включений равен 
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Используя зависимости (2, 10) нетрудно получить формулу для трансляционной вязкости, которую приближенно запишем в виде следующей резонансной зависимости
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(11)

Из формулы (11) видно, что вдали от резонанса трансляционная вязкость прямо пропорциональна коэффициенту затухания включений-осцилляторов, а при резонансе (ω=ω0), обратно пропорциональна коэффициенту затухания. Физический смысл такой зависимости заключается в том, что уменьшение коэффициента затухания колебаний включений-осцилляторов приводит к увеличению амплитуды резонансных колебаний включений и, соответственно, к увеличению диссипативных потерь в композите.
3. Фазовая скорость и затухание звука
Используя понятия динамической плотности и трансляционной вязкости композита, мы переходим к континуальному описанию колебательно-волновых процессов в среде, уравнение динамики которой в одномерном случае может быть записано в виде
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(12)

где K*, μ* – эффективные модули объемной и сдвиговой упругости композита.
При распространении в композите продольной волны сжатия 
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 удобно использовать комплексную динамическую плотность 
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(13)

действительная часть которой есть собственно динамическая плотность (5) как мера инерции композита, а мнимая часть, характеризующая диссипативные потери, определяется трансляционной вязкостью (11).
Отметим, что для вязкоупругого композита модули объемной и сдвиговой упругости также являются комплексными величинами, мнимые части которых характеризуют объемную и сдвиговую вязкость, однако, в данном случае диссипативными потерями, связанными с динамической деформацией композита, можно пренебречь по сравнению с потерями, обусловленными резонансными колебаниями включений в матрице. 
Уравнение (12) приводит к следующей дисперсионной зависимости для продольных волн сжатия
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(14)
Действительная часть 
[image: image44.wmf]k
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 дает частотную зависимость фазовой скорости волны, а мнимая часть волнового числа k – частотную зависимость коэффициента пространственного затухания. 
Взяв за основу значение низкочастотной скорости волн сжатия в композите при ω→0, которое определяется эффективными модулями упругости и статической плотностью композита
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(15)

и предполагая, что в длинноволновом приближении упругие свойства K* и μ* являются квазистатическими и могут быть вычислены по известным формулам механики композитов, зависимость для фазовой скорости и коэффициента пространственного затухания запишем в виде
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(16)
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(17)
В идеально упругом композите (
[image: image48.wmf]0
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) формулу (16) можно записать в форме, наглядно иллюстрирующей роль собственных частот 
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 и 
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 в резонансной дисперсии упругих волн
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(18)

Из (18) следует, что в диапазоне частот 
[image: image52.wmf]0
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 фазовая скорость становится мнимой и прогрессивные синусоидальные волны в композите не распространяются (диапазон акустической непрозрачности), а при 
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 высокочастотная фазовая скорость определяется соотношением 
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Коэффициент пространственного затухания в идеально упругом композите вне диапазона акустической непрозрачности, как следует из (17), равен нулю, а диапазоне непрозрачности для экспоненциальных волн выражается формулой
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(19)
Для иллюстрации резонансной дисперсии волн сжатия в идеально упругом и вязкоупругом композите частотные зависимости фазовой скорости (16) и коэффициента затухания (19) представлены на рис.3. 
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Рис.3. Зависимости фазовой скорости (сплошные линии) и коэффициента затухания (пунктир) продольных волн (a) – в идеально упругом и (b) – в вязкоупругом композите при 2h/ω0=0,1 (φ=0,2; Δ=10, γ=2). 

Из рисунка видно, что в вязкоупругом композите дисперсионная зависимость фазовой скорости сглаживается, диапазон частот резонансного затухания расширяется, а его максимум уменьшается. 
4.КОМПОЗИТЫ СО СФЕРИЧЕСКИМИ И ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ
Акустические свойства композитов, как видно из (16), (19), определяются резонансной зависимостью комплексной динамической плотности, которая в свою очередь зависит от собственной частоты колебаний включений-осцилляторов в упругой матрице.
Для дисперсного композита с умеренной концентрацией сферических включений радиуса а собственная частота трансляционных колебаний включений может быть найдена по формуле 
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(20)

где коэффициент трансляционной упругости выражается зависимостью

[image: image59.wmf](

)

(

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

-

+

=

2

3

/

5

3

/

1

3

/

5

2

/

3

2

/

3

1

3

/

2

1

6

j

j

j

j

pm

a

k

,




(21)
вытекающей из решения задачи о смещении твердого включения в сферической ячейке несжимаемой матрицы при условии отсутствия касательных напряжений на ее поверхности [23, 26].
Коэффициент присоединенной массы упругой матрицы определяется ее кинетической энергией E и колебательной скоростью включений
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где 
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 – поле квазистатических смещений в сферической ячейке матрицы при трансляционном смещении включения на малую величину X.

Вычисления приводят к довольно громоздкому выражению [19], которое можно аппроксимировать формулой
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(23)

Отметим характер зависимости коэффициента присоединенной массы от объемной концентрации включений. По мере увеличения концентрации коэффициент присоединенной массы сначала уменьшается от бесконечности до двух (при 
[image: image65.wmf]2
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), а затем возрастает. Для сравнения отметим, что коэффициент присоединенной массы идеальной жидкости для сферического включения, выражающийся первым сомножителем формулы (23), монотонно возрастает от значения ½ при увеличении концентрации. 
Аналогичным образом находится собственная частота поперечных колебаний цилиндрических включений в упругой матрице
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(24)

где коэффициент трансляционной упругости выражается формулой [23]
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(25)

вытекающей из решения задачи о поперечном смещении твердого цилиндра в цилиндрической ячейке матрицы, а коэффициент присоединенной массы аппроксимируется формулой 
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(26)
где первый сомножитель также характеризует коэффициент присоединенной массы идеальной несжимаемой жидкости для цилиндрических включений.

Используя формулы (20-26), нетрудно из (16, 17) получить зависимости для динамической плотности и трансляционной вязкости, а также для фазовой скорости и затухания упругих волн в композитах со сферическими и цилиндрическими включениями. 
На рис.4. приведены полученные таким образом зависимости для динамической плотности и трансляционной вязкости, а также некоторые экспериментальные данные работ [5-8].
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Рис.4. Динамическая плотность и трансляционная вязкость композита со сферическими (a) и цилиндрическими (б) включениями. Сплошные и пунктирные кривые – расчет по (5), (11), точки – экспериментальные данные [5-8].
Видно, что результаты расчета качественно согласуются с экспериментом. Отметим здесь, что и собственные результаты расчетов авторов [5-8], полученные на основе модели [17-18] также качественно согласуются с экспериментом. Однако, в отличие от [17-18], собственная частота колебаний включений, входящая в формулу для динамической плотности, существенно зависит от их объемной концентрации.

На рис.5. представлены зависимости (20), (24) собственной частоты колебаний сферических и цилиндрических включений от их объемной концентрации, и экспериментальные данные [5-8].
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Рис.5. Зависимости собственной частоты колебаний сферических и цилиндрических включений в резиновой матрице от объемной концентрации. Сплошная и пунктирная кривые – расчет по (20), (24), темные и светлые точки – экспериментальные данные [5-8] для сферических и цилиндрических включений.


Видно, что представленные зависимости качественно согласуются с экспериментальными результатами, в то время как модель [5-8] дает постоянную величину 
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 для сферических включений и 
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 – для цилиндрических включений (точечные линии на рис.5).
Наконец, на рис.6. представлено сравнение результатов расчета фазовой скорости по формуле (16) с экспериментальными данными [9], по резонансной дисперсии фазовой скорости продольных волн в композите, образованном алюминиевой матрицей и цилиндрическими вольфрамовыми включениями.
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Рис.6. Скорость ультразвука в композитных материалах: а) 
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; б) 
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. Линии – расчет по (16), точки – экспериментальные данные [9, 10] 

Как видно из рисунка, формула (16) удовлетворительно согласуется с экспериментальными данными. Некоторое отличие расчетных и экспериментальных результатов по частоте среза и высокочастотной скорости ультразвука может быть обусловлено неучтенным в модели влиянием объемной упругости материалов матрицы на собственные частоты ω0 и Ω0. В случае композита с концентрацией включений 
[image: image78.wmf]221
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 высокочастотная ветвь дисперсионной зависимости экспериментально не была обнаружена, по-видимому, из-за значительного затухания волны или недостаточного разрешения аппаратуры.
Заключение

Основная особенность распространения продольных волн в слабо сжимаемых дисперсных композитах с твердыми включениями связана с их трансляционными колебаниями в упругой матрице. Эти колебания определяют резонансную зависимость динамической плотности и трансляционной вязкости композита, обуславливая резонансную дисперсию и резонансное затухание волн. Показано, что собственные частоты колебаний сферических и цилиндрических включений, определяющие частотный диапазон резонансной дисперсии, увеличиваются с ростом их объемной концентрации, что согласуется с результатами экспериментов.
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