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 Находится спектр частот изгибных колебаний пластины, которая помещена в 

жидкость или газ. Определяется распределенная поперечная нагрузка на пластину при ее 

цилиндрическом изгибе. Плотности и давления на поверхности пластины могут быть 

разными. Решение задачи определяется для  сжимаемой и несжимаемой сред. Определяется 

влияние среднего давления и присоединенной массы газовой среды. По собственным 

частотам изгибных колебаний пластины, контактирующей с жидкостью или газом, 

определяются плотность и давление окружающей среды. Обратная задача решается с 

учетом влияния на изгиб среднего давления, изменения кривизны срединной поверхности и 

присоединенной массы газовой среды. 

В работах [1-17] исследуется спектр частот пластин и оболочек, контактирующих с 

жидкостью и газом, обзор которых приводится в [18]. В последнем рассматривается 

влияние давления окружающей среды на низшую частоту колебаний пластины с учетом 

взаимодействия среднего избыточного давления на ее поверхности и кривизны срединной 

поверхности, а также действие присоединенной массы газовой среды с удаленными 

границами.  

Здесь методика, приведенная в [18], доработана и применена для определения 

спектра собственных частот пластинки, контактирующей с жидкостью или газом.   

(a)   (b)     

Рис. 1. (a) Расчетная схема. (b) Элемент dx деформированной пластины.  
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Уравнение движения тонкой пластины при цилиндрическом изгибе имеет вид [18]  
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где E, ν, ρ – модуль упругости, коэффициент  Пуассона, плотность материала, w(x,t) – 

прогиб, х, t – координата, время, h – толщина пластины, q  – поперечная распределенная 

нагрузка. Пластина неограниченной длины по оси x опирается на опоры, допускающие 

свободный поворот и расположенные на равных расстояниях L. 

На нижнюю и верхнюю поверхность пластины действуют давления р1 и р2 

жидкостей с плотностями ρ1 и ρ2 (рис. 1, a). Здесь р1, р2 – избыточные давления. 

Предполагается, что ρ1, ρ2 и р1, р2 остаются постоянными при изгибе пластины.  

Несжимаемая среда. Принято, что опоры не препятствуют свободному перетеканию 

жидкости вдоль пластины в направлении оси x, а области, занятые жидкостями, 

простираются неограниченно. Давления, вызванные движением пластины, обозначим 

через 1p и 2p . Используя уравнения движения несжимаемой жидкости относительно 

потенциала скорости φ(x, z, t), условия на поверхностях пластины, также условия на 

большом удалении от пластины, выражая элементарные длины dx1, dx2 сечений нижней и 

верхней поверхностей через длину dx срединной линии пластины, где деформации 

подчиняются гипотезам Кирхгоффа, принимая выражение для прогиба в виде 

sinβ sinω ,  β π / , 1, 2,...n n n nw W x t n L n= = =                                                 

что удовлетворяет условиям wn = 0, ∂2wn/∂x2 = 0 при |x| = 0, L, 2L, ..., что позволяет перейти к 

исследованию спектра частот колебаний пластины в среде.  

 Следуя методике, представленной в [18], определяются потенциалы скорости над и 

под пластиной, которые выражаются через амплитуду прогиба Wn, акустическое давление 

на поверхностях пластины представляется в виде
             

 

 
2 2

1 2
1 22 2

ρ ρ, .
β β

n n
n n

n n

w wp p
t t

∂ ∂
= − =

∂ ∂                                                    

В результате находим распределенную поперечную нагрузку 
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Член в квадратных скобках в выражении (2) может быть опущен для линейной 

задачи. При ρ1 = ρ2 этот член обращается в нуль. 

Уравнение (1) с учетом (2)
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В частном случае ρ1 = ρ2, p1 = p2 и функции прогиба, приведенной выше, из (3) 

получаем для собственной частоты ωn 
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Здесь ω0n – частота пластины в вакууме. Влияние давления и плотности окружающей 

среды определяется величинами αn и μn. Из (4) следует, что давление повышает, а плотность 

понижает собственные частоты пластины. При αn << 1, μn << 1 влиянием этих параметров 

можно пренебречь.  

При E = 2·105 МПа, ν = 0.3, ρ = 7.8·103кг/м3, ρ1 = 103 кг/м3, p0 = 0, p1 = 2 МПа, L/h = 

10, n = 1, α1 ≈ 10−3, μ1 = 0.81. В этом случае нет влияния давления, но есть значительное 

уменьшение собственной частоты за счет присоединенной массы. При p1 = 20 МПа, L/h = 

100, то 4 4
1 10 10 1−α ≈ ⋅ ≈ ,  μ1 = 8.1. Расчеты по формулам для несжимаемой жидкости, 

например, в случае воды имеется только снижение собственной частоты, что является 

известным результатом [1-3]. Учет влияния давления приводит к изменению частоты. 

Обратная задача. Решение обратной задачи определения плотности  и давления 

несжимаемой среды по двум низшим собственным частотам изгибных колебаний следует 

из (4) и имеет вид 
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При E  = 76∙103 МПа, ν = 037, ρ = 10500 кг/м3, h = 20 нм, L = 2000 нм, f1 = 6.7 МГц, f2 = 26 

МГц решение обратной задачи дает ρ1 = 1.680 кг/м3,  p1 = 1.292 МПа. 

При E  = 76∙103 МПа, ν = 037, ρ = 10500 кг/м3, h = 20 нм, L = 2000 нм, f1 = 6.8 МГц, f2 = 26 

МГц решение обратной задачи дает ρ1 = 1.522 кг/м3,  p1 = 1.859 МПа. 
Сжимаемая среда. По модели сжимаемой среды имеем    [1-3] 
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где 1,2κ  – коэффициент адиабаты, 1,2с – скорость звука. Для сжимаемой жидкости давление 

и плотность связаны изотермическим законом. 

Далее рассматривается частный случай одинаковых сред при одинаковых давлениях 

(ρ1 = ρ2, p1 = p2, c1 = c2). Для функций прогиба и потенциала скорости  

( )1 ,2 1 ,2sin sin , sin cosn n n n n n n n n nw W x t z x t= β ω ϕ = Φ β ω                              

из волнового уравнения (5) следует 
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Будем рассматривать случай 2
nk  > 0. Аналогично [18] определяются динамические 

давления на поверхности пластины. 

Правая часть уравнения (1) равна (ρ1 = ρ2, p1 = p2)  
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Подставив в (1) выражение wn и q из (7), получим  
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Из (8) следует  
2 2 2

1 01
2 2 2 2
0 1 0

ω2ρ1 0, , μ , , .
ω ρ β1 Z

n n n n n
n n n n n n

n n n nn n

Z pZ Z
h c

µ β ω
− +α − = α = = η = =

ρ β ω−η                  
(9) 

Рассмотрим случай 1 Z 0n n−η > . Частотное уравнение (9) представим в виде 

кубического
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Низшая собственная частота колебаний равна 1 1 1 01 12 , .f Z= ω π ω = ω  При E  = 

76∙103 МПа, ν = 037, ρ = 10500 кг/м3, h = 20 нм, L = 2000 нм, n = 1, 1,2κ  = 1.4,  атмосферном 

давлении pa = 0.1 МПа, плотности воздуха ρ1a = 1.2928 кг/м3, p1 = 2 МПа численное решение 

уравнения (8) дает корень: Z1 = 1.10268. Соответствующая частота равна f1 = 6.894 МГц. 

Решение кубического уравнения, естественно, дает такой же корень: Z1 = 1.10268. 
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   (а)    (b)  

Рис. 2. Графики изменения первой частоты изгибных колебаний пластинки f1 (MHz) от 

давления p1 (MPa): (а) для разных газов: ρ1 = 1.97 (двуокись углерода), 1.29 (воздух), 0.17 

(гелий) kg/m3 (сплошная, штриховая, пунктирная линии соответственно); (b) по формулам 

для несжимаемой (4) и сжимаемой (9) жидкостей для двуокиси углерода ρ1 = 1.97  kg/m3 

(пунктирная, штриховая линии соответственно). 

На рис. 2, а дается зависимость первой частоты изгибных колебаний пластинки от 

давления для разных газов. Из рис. 2, а видно, что собственная частота колебаний 

возрастает с ростом давления. Уменьшение собственной частоты изгибных колебаний 

происходит с увеличением плотности газа. На рис. 2, b представлены графики изменения 

первой частоты изгибных колебаний пластинки от давления по формулам для несжимаемой 

и сжимаемой жидкостей для двуокиси углерода. Получено, что частоты по формулам для 

несжимаемой жидкости выше, чем частоты по модели для сжимаемой жидкости из-за 

увеличения плотности. Видно, что разность частот колебаний возрастает с ростом давления. 

На рис. 3, а дается зависимость второй частоты изгибных колебаний пластинки от 

давления для разных газов. Из рис. 3, а видно, что с ростом давления собственная частота 

колебаний возрастает для гелия, а для воздуха и углекислого газа частота уменьшается. 

Происходит уменьшение собственной частоты изгибных колебаний с увеличением 

плотности. На рис. 3, b представлены графики изменения второй частоты изгибных 

колебаний пластинки от давления по формулам для несжимаемой и сжимаемой жидкостей 

для двуокиси углерода. Получено, что частоты по формулам для несжимаемой жидкости 

выше, чем частоты по модели для сжимаемой жидкости из-за увеличения плотности. 

Видно, что разность частот колебаний возрастает с ростом давления. 
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 (а)  (b)  

Рис. 3. Графики изменения второй частоты изгибных колебаний пластинки f2 (MHz) от 

давления p1 (MPa): (а) для разных газов: ρ1 = 1.97 (двуокись углерода), 1.29 (воздух), 0.17 

(гелий) kg/m3 (сплошная, штриховая, пунктирная линии соответственно); (b) по формулам 

для несжимаемой (4) и сжимаемой (9) жидкостей для двуокиси углерода ρ1 = 1.97  kg/m3 

(пунктирная, штриховая линии соответственно). 

Обратная задача. Решение обратной задачи определения плотности  и давления 

несжимаемой среды по двум низшим собственным частотам изгибных колебаний следует 

из (9) и из-за громоздкости здесь не приводится. 

Заключение. Получены формулы для определения собственных частот изгибных 

колебаний пластины в газовой среде. Получено, что с ростом давления вторая собственная 

частота колебаний возрастает для гелия, а для воздуха и углекислого газа частота 

уменьшается. Происходит уменьшение собственной частоты изгибных колебаний с 

увеличением плотности газа.  

По собственным частотам изгибных колебаний пластины, контактирующей с 

жидкостью или газом, определяются плотность и давление окружающей среды. 

Финансирование работы. Работа поддержана средствами государственного 

бюджета по госзаданию (№0246-2023-0015). 
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