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Постановка задачи 
 

Объектом исследования данной статьи является нелинейное (квазилинейное) уравнение 

теплопроводности с источником (стоком) [1, 2] 

    THTTkT
xxt  , (1) 

где t  – время, x  – пространственная координата, T  – искомая функция (температура),  TH  

– функция источника (стока). Будем полагать, что   00 k ,   00 H . Пусть функция  Tk , 

представляющая собой зависимость коэффициента теплопроводности от температуры, 

является монотонной, достаточно гладкой, и обратная к ней функция имеет ненулевую 

производную. Тогда подстановкой  Tku =  уравнение (1) приводится к виду 

   uhuuFuuu xxxt  2 . (2) 
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 ,  uT   – функция, обратная к  Tku = . Будем 

считать также, что   0uF . Подобное справедливо, например, для степенной функции 

( ) = , 0  constK T T    , этот случай является одним из наиболее популярных в литертуре, и 

тогда (2) становится обобщенным уравнением пористой среды (the generalized porous medium 

equarion) [1]. В отечественной литературе оно иногда называется нелинейным уравнением 

теплопроводности с источником со степенными нелинейностями [2]. 

Поскольку в уравнении (2) при 0u   обращается в нуль коэффициент перед старшей 

производной, то имеет место вырождение параболического типа уравнения, что является 

причиной существования решений типа тепловой (диффузионной, фильтрационной) волны, 

распространяющейся с конечной скоростью по нулевому фону [3 – 6]. 

В предыдущих исследованиях авторов в основном рассматривался случай степенной 

функции  Tk . Были доказаны теоремы существования и единственности аналитического 

решения типа тепловой волны и разработаны алгоритмы численного решения [7 – 10], 

основанные на методе граничных элементов (МГЭ) [11, 12] и методе двойственной 

взаимности (МДВ) [13 – 15] с использованием радиальных базисных функций (РБФ) [16 – 

18], а также построены классы точных решений для верификации расчетов [19, 20]. 

Подробный обзор подходов авторов к численным и аналитическим исследованиям 

уравнения (2) при степенной функции  Tk  приведен в статье [21]. В работах [19, 22] 

исследовано решение уравнения (2) в случае произвольного вида функции  Tk  при 

заданном уравнении движения фронта тепловой волны: 

 
0

 tax
u , (3) 

где   00 a ,   00 a . 

В данной работе изучается вопрос построения решения уравнения (2) при краевом 

условии, заданном на подвижной границе: 

 
 tfu

tgx



, (4) 

где   00 g ,   00 f ,  tg  и  tf  – непрерывно дифференцируемые в окрестности нуля 

функции,   00 g ,   00 f . 



Теорема существования и единственности 
 

Сформулируем и докажем основную теорему данной работы, которая обеспечивает 

существование и единственность решения задачи (2), (4) в классе аналитических функций. 

Предваряя формулировку теоремы, укажем, что под аналитической функцией в точке мы 

понимаем функцию, которая совпадает в некоторой окрестности точки со своим 

тейлоровским разложением. 

 

Теорема. Пусть в задаче (2), (4) функции  uF ,  uh  являются аналитическими в 

точке 0u , функции  tf ,  tg  являются аналитическим в точке 0t  и справедливы 

соотношения    00 F ,   00 h ,   00 g ,   00 f ,   00 g ,   00 f . Тогда задача (2), (4) 

при выборе направления движения фронта тепловой волны имеет единственное 

аналитическое решение в точке 0t , 0x . 

 

Доказательство теоремы имеет аналоги в ранее опубликованных работах авторов (см. 

[9, 10]), поэтому мы ограничимся здесь изложением его общей схемы. Обоснование 

разбивается на два этапа.  

 

Первый этап состоит в том, что строится решение в виде формального ряда по степеням 

переменных t ,  tgxz  . При этом на первом шаге возникает квадратное уравнение, 

которое в условиях теоремы имеет два действительных корня. Выбор одного из них 

определяет направление движения фронта тепловой волны. Дальнейшее построение 

проводится индукцией по суммарному номеру коэффициентов, причем на каждом шаге 

необходимо решать трехдиагональную систему линейных алгебраических уравнений [23] для 

которой не выполнено условие диагонального преобладания. Тем не менее, в условиях 

теоремы определители этих систем оказываются отличными от нуля, за счет чего 

коэффициенты ряда определяются однозначно. 

 

Второй этап заключается в доказательстве сходимости построенных рядов. Суть его 

состоит в том, что посредством нескольких нетривиальных замен задача (2), (4) сводится к 

задаче вида (2), (3) (уравнение, конечно, отличается, но сохраняет порядок и тип), причем 

неизвестный фронт тепловой волны  tax   определяется при решении отдельного 

дифференциального уравнения. В свою очередь, для преобразованной задачи, которая, 

заметим, является характеристической задачей Коши [6], строится мажорантная задача, 

имеющая тип Ковалевской и подпадающая под действие теоремы Коши-Ковалевской [24]. 

Можно без труда убедиться, что в условиях теоремы  0,0u ,     00,00,0 22  xt uu , откуда по 

непрерывности следует, что в окрестности начал координат существует линия  tax  , 

  00 a , на которой выполнено условие 
 

0
 tax

u . Таким образом, построенное решение 

вкупе с тривиальным 0u  образует тепловую волну, причем  tax   – это ее фронт. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Построение численного решения 
 

Поскольку аналитическое решение в виде ряда определено лишь в окрестности 

границы, на которой задано краевое условие, мы всегда в рамках комплексных исследований 

ставим вопрос о построении решения на заданном конечном промежутке времени. В качестве 

основы для построения нового алгоритма численного решения задачи (2), (4) опишем кратко 

подход к решению задачи (2), (3). 

Пусть требуется найти решение задачи (2), (3) при  Tt ,0 . В каждый момент времени 

t  решение, имеющее вид тепловой волны, представляет из себя совокупность 

нетривиального решения  xtu , ,   tax ,0 , и тривиального решения в области  tax  , 

состыкованных вдоль нулевого фронта тепловой волны  tax  . Решение строится по шагам 

по времени. На каждом шаге khtk   решается краевая задача для уравнения Пуассона 
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на отрезке  Lx ,0 , где  ktaL  , условие (7) следует из условия (6). 

Задача (5) – (7) решается методом граничных элементов итерационно, при нулевом 

начальном приближении. Для сведения всех расчетов в граничные точки, в соответствии с 

МДВ, правая часть уравнения (5) на каждой итерации разлагается по системе РБФ [16, 17]. 

Использование РБФ обеспечивает устойчивую сходимость итерационных процедур.  

Альтернативным подходом к решению задачи (5) – (7) может быть определение с 

помощью РБФ частного решения уравнения (5). Такой подход применяется в сочетании как с 

МГЭ [17], так и с другими методами, в частности, с методом коллокаций [25]. Представим 

решение (5) – (7) в виде 

     xwxvxtu k , , (8) 

где  xv  – частное решение уравнения (5) в момент kt ,  xw  – решение следующей краевой 

задачи: 
,0w  (9) 
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Поскольку правая часть уравнения (5) зависит от искомой функции, решение вновь 

строится итерационно, в следующей последовательности: 

,00 v  (12) 
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где nu , nv  и nw  – n-е итерации решений. Уравнение (15) решается методом коллокаций с 

помощью разложения правой части по РБФ: 
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Здесь      k

kk xxx   – РБФ, Kxx ...,,1  – точки коллокации, расположенные на отрезке 

 L,0 . Для каждой 
  xk  существует функция 

  xk , такая что 
   kk dxd  22 . 



Производная по времени вычисляется методом конечных разностей. Коэффициенты  k

n 1  

определяются из решения системы линейных алгебраических уравнений 

          







K

k

i

kk

n

xx

nnntn

n

xuhuuFu
u

i
1

1

2

,

1
, Ki ,...,1 . (17) 

Тогда  
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Итерационный процесс останавливается, когда итерации 1nu  и nu  достаточно близки, и в 

качестве решения задачи (2), (3) в момент ktt   принимается непрерывно дифференцируемая 

по x функция  

     xwxvxtu nnk 11,   . (19) 

Перейдем теперь к решению задачи (2), (4) на заданном промежутке  Tt ,0 . На шаге 

ktt   требуется решить на отрезке  Lx ,0  уравнение (5) при граничном условии 
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. (20) 

Применение алгоритма (8) – (19), так же как и алгоритма МГЭ, для решения задачи (5), 

(20) невозможно. Во-первых, значение  ktaL   неизвестно, поскольку функция  ta  теперь 

не задана граничным условием. Таким образом, неизвестна область решения задачи. Во-

вторых, мы имеем лишь одно граничное условие. В связи с этим, решение будем строить в 

два этапа следующим образом. 

Этап 1. Решим задачу (2), (4) на отрезке  Llx , , где  ktgl  .  

Пусть функция  tf  монотонна при  Tt ,0 . Тогда функция  xtu k ,  однозначна на 

отрезке  Ll, . Рассмотрим обратную к ней функцию  utxx k , ,  pu ,0 ,  ktfp  . 

Уравнение (2) для этой функции имеет следующий вид: 

    32

uuuuut xuHxuFuxxx  , (21) 

а соответствующее уравнение Пуассона 

    321
uuutuu xuHxuFxx

u
x  . (22) 

Таким образом, проведенная замена переменных привела к уравнению (22) для новой 

искомой функции в известной области  lu ,0 . Значение этой функции при 0u  

соответствует неизвестному положению нулевого фронта в рассматриваемый момент 

 kou
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. (23) 

Сформулируем граничные условия для уравнения (22). Из условия (4) следует: 

lx
pu



. (24) 

Из условия (7) следует условие для производной: 
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Удовлетворить точно условие (25) невозможно, поскольку функция  ta  неизвестна. 

Используя квадратичную аппроксимацию этой функции на промежутке  kk ttt ,1 , 

уравнение (25) можно привести к следующему разностному виду [10]:  

      
 

 
 0,

0

0,

00,0,2

1

1



 


kuku

kk

tx

F

tx

F

h

txtx
. (26) 

Уравнение (26) связывает значения искомой функции и ее производной на текущем шаге kt  и 

предыдущем шаге 1kt . Для использования этого уравнения на первом шаге необходимо 

знать эти значения в начальный момент 0t . Очевидно, что   00,0 x . Для нахождения 

 0,0ux  возьмем полную производную по времени в условии (24): 
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. (27) 

Отсюда, при  tfu  , 

   tgtfxx ut
 . (28) 

Подставим (28) в уравнение (21): 

         32

uuuuuu xuHxuFuxxtgtfx  . (29) 

Тогда при 0t ,   00  fu  имеем 

          000,000,00 2  Fxgxf uu . (30) 

В принятых ранее предположениях квадратное уравнение (30) имеет один 

положительный и один отрицательный действительные корни. Поскольку в рассматриваемой 

постановке 0ux , искомое значение определяется равенством 
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Таким образом, уравнение (26) связывает граничные значения искомой функции и ее 

производной для уравнения (22) в момент kt : 

   
 

   
 

q
tx

F

h

tx

utx

F

h

utx

ku

k

uku

k 














0,

00,2

,

0,2

1

1

0

, (32) 

и мы имеем второе граничное условие для уравнения (22).  

Решение задачи (22), (24), (32) будем искать в виде, аналогичном (8):  

     uzuyutx k , , (33) 

где  uy  – частное решение уравнения (22) в момент kt ,  uz  – решение следующей краевой 

задачи: 
,0z  (34) 
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При известном  uy  решение задачи (34) – (36) определяется однозначно: 

     pylpuauz  , (37) 

где a  – корень квадратного уравнения, к которому сводится условие (36), соответствующий 

выбранному направлению движения нулевого фронта. 

Полученные соотношения позволяют теперь применить для решения задачи (22), (24), 

(32) итерационную процедуру, подобную (12) – (15). Очередную итерацию функции  uy  

будем определять через разложение правой части уравнения (22) по РБФ, аналогично (16) – 

(18). В результате итерационного процесса мы получим непрерывно дифференцируемое по u 

решение  utx k , . Непрерывность позволяет определить без потери точности обратную 

функцию  xtu k ,  – решение задачи (2), (4) на отрезке  Llx , . 

Этап 2. Решим теперь задачу (2), (4) на отрезке  lx ,0 .  

Из решения на первом этапе на каждом шаге kt  известны значения искомой функции и 

ее производной в точке lx  ,  ltu k ,  и  ltu kx , . Следовательно, мы можем сформулировать 

краевую задачу для уравнения (5) на отрезке  l,0  с граничными условиями 

 ltuu klx
,


, (38) 

 ltuu kxlxx ,


. (39) 

Задача (5), (38), (39) абсолютно аналогична задаче (5) – (7) и может быть решена с 

помощью алгоритма (8) – (18). Таким образом, мы найдем непрерывно дифференцируемое по 

x решение задачи (2), (4) на отрезке  l,0 , а с учетом Этапа 1 – на отрезке  L,0 . 

 



Пример 
 

Для верификации предложенного алгоритма рассмотрим задачу с известным точным 

решением. Пусть в уравнении (2)   1uF ,   uuh  , тогда следующая функция является 

его точным решением: 
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Здесь   – положительная константа, k  – произвольное число, отличное от нуля. Нулевой 

фронт решения (40) определяется функцией 
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Численные решения задачи (2), (4) были построены при 5 , 1.0k ,  
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На рисунке 1 приведено сравнение точного решения (40) и решения по предложенному 

новому алгоритму при 01.0h . В качестве РБФ были приняты функции    k

k xxx  . 

0

0.005

0 0.02 x

u

1

2

 
Рис. 1. Сравнение численного и точного решений: 1 – 5.0t , 2 – 1t ; линии – численное, 

точки – точное 

 

В таблице 1 сравниваются погрешности численных решений на двух этапах при различных 

значениях шага по времени h . Полученные данные показывают сходимость предложенного 

алгоритма относительно шага по времени. Следует отметить улучшение устойчивости 

итерационных процедур по сравнению с ранее разработанным алгоритмом на основе МГЭ, а 

также незначительное повышение точности. 

 

Таблица 1. Погрешности численных решений. 

h Этап 1 Этап 2 

0.1 1.4·10-4 2.8·10-4 

0.05 5.2·10-5 1.8·10-4 

0.025 2.6·10-5 1.2·10-4 

0.01 1.1·10-5 8.9·10-5 

 

 

 

 

 



Заключение 

 

Представленная работа вносит вклад в развитие аналитических и численных методов 

построения решений нелинейных вырождающихся уравнений математической физики. Для 

квазилинейного уравнения теплопроводности с источником доказана оригинальная теорема 

существования и единственности решений, имеющих тип тепловой волны, 

распространяющейся по абсолютно холодному фону с конечной скоростью, и предложен 

эффективный приближенный метод их построения. Отличительной особенностью 

последнего является то, что он основан на использовании преобразования годографа с 

последующим применением разложения по радиальным базисным функциям в сочетании с 

методом коллокаций. Ранее авторы обычно применяли граничноэлементный подход. 

Предложенная новация позволила повысить точность и устойчивость счета, что 

подтверждается результатами вычислений. 
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